1°** Maths DS1 Samedi 18 novembre 2023 Durée 1h30
Calculatrice autorisée en mode examen Total sur 20 points

Exercice 1 [5 points]
Pour tout réel x on pose : f(x) = —2x3 + 15x% — 31x + 12.

Partie A
1. Déterminer les racines de : —x? + 7x — 12.

2. Dresser le tableau de signes de : —x2 + 7x — 12.

Partie B

1
1. En présentant le détail des calculs, montrer que > est une racine de f.
2. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que f(x) = (2x — 1)(ax? + bx + ).
3. Résoudre f(x) < 0.

Exercice 2 [8 points]

Soit ABCD un rectangle tel que AB = 4 et AD = 2, I le milieu de [BC].
Pour tout point M du segment [AB] on note x la distance AM et on pose
f(x) = DM?* + MI*:

D 4 C
9 I
A\ B

1. Démontrer que, pour tout x € [0;4] ona: f(x) = 2x* — 8x + 21.

2. a. Dresser le tableau de variation de f sur [0;4].

b. Quelle est la valeur minimale de DM? + M[??
Préciser alors la position du point M.

c. Quelle est la valeur maximale de DM? + MI??
Préciser alors la ou les position(s) du point M.

3. Pour quelle(s) valeur(s) de x le triangle DM est-il rectangle en M ?
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Exercice 3 [2 points]
Les questions 1. et 2. sont indépendantes.

1. Démontrer que pour tout réel x, on a:
(sinx + cosx)? = 1 + 2 sinx cos x.
2. Démontrer que pour tout réel x, on a:

(cosx + sinx)(cosx —sinx) = 2cos®*x — 1

Exercice 4 [5 points]

1. Par définition, le nombre d’or ¢ est la solution positive de I'’équation :
x*=x+1.
Déterminer la valeur exacte du nombre d’or.

T , N oy s ) :
2. On admet que cos (E) est égal a la moitié du nombre d’or et que sin (g)

est strictement positif, en déduire que :

G (n) _vio- 25

5 4

3. En citant les formules utilisées, donner les valeurs exactes du cosinus de

chacun des nombres suivants :
T 41T 31

a=—§ b=? C=1_O
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Corrigé thiaude

Exercice 1

Pour tout réel x on pose : f(x) = —2x3 + 15x2 — 31x + 12.

Partie A

1. Déterminer les racinesde: —x?% + 7x — 12.

—x%2 4+ 7x —12estdelaformeax?+ bx + caveca=—-1,b=7etc = —12,

de discriminant : A = b? — 4ac = 7> —4(—=1)(—12) = 49 — 48 = 1.
A > 0 donc —x2% + 7x — 12 admet deux racines réelles distinctes :

X1

Xy =

-b—vVA -7-V1_ -7-1 -8

2a

2(-1)

-2

—b+VA -7+V1_ -7+1 -6

2a

2(-1)

-2

=2

=2

4

L’expression —x2 + 7x — 12 admet pour racines 2 et 3.

2. Dresser le tableau de signes de : —x? + 7x — 12.
Régle : « ax?® + bx + c est du signe de a a 'extérieur de ses racines ».
On obtient finalement :

X —0o0 3
—x24+7x—12 - 0

0 —

+

Partie B
1. En présentant le détail des calculs, montrer que % est une racine de f.
Pour tout réel x,ona: f(x) = —2x3 + 15x% — 31x + 12, donc :
1 1\° 1\? 1 1 1 31
f(z) —2(5) +15(§) —31(§)+12=—2X§+15XZ—7+12
—-1+15-62+48 63—-63
273 7 " 4 4 -4 -

= (0 ce qui montre que > est une racine de f.

on 1 (1)

2. Déterminer les réels a, b et c tels que f(x) = (2x — 1)(ax? + bx + c).
Il s’agit de déterminer a, b et c tels que :
Vx € R,—2x3 + 15x2 = 31x + 12 = (2x — 1)(ax? + bx + ¢)
Le terme de plus haut degré de I’expression membre de droite est 2ax?, celui du membre de gauche
est —2x3 donca = —1.
Le terme constant de I'expression membre de droite est (—c), celui du membre de gauche est 12 donc
c=-—12.
Le terme en x% du membre de droite est (2b — a)x? c’est-a-dire (2b + 1)x?, celui du membre de
gauche est 15donc: 2b + 1 = 15 quidonne 2b = 14 puis b = 7.
Onadonc:a = —1,b = 7etc = —12 par conséquent :Vx € R, f(x) = 2x — 1)(—x? + 7x — 12)

3. Résoudre f(x) < 0.
Dressons le tableau de signes de f(x) :

1
X —o0 - 3 4 + 00
2x —1 - 0+ + +
—x?+7x—12 — - 0 + 0 -
£(x) + 06 - 0 + 0 -

On souhaite que f(x) < 0 c’est-a-dire que f(x) soit strictement négatif.
La derniére ligne du tableau de signes donne : S =]% ; 3[U]4; +oo].



Exercice 2 4
f(x) = DM? + MI? D

1. Démontrer que, pourtoutx € [0;4] :.

Le triangle ADM est rectangle en A donc d’apres le théoréme
de Pythagore on en déduit que : DM? = DA% + AM?,
or DA = 2 et AM = x donc DM? = 22 + x* = x* + 4. Az g B

Le triangle BIM est rectangle en B donc d’apreés le théoreme de Pythagore on en déduit que :

MI*=MB*+BI*=(4—x)>+1*=16—-8x+x2+1=x2—-8x+ 17
Pourtout x € [0;4],0ona: f(x) =DM*+ MI>=x*+ 4+ x*—8x+ 17 = 2x*> — 8x + 21
On a donc bien : pour tout x € [0; 4], f(x) = 2x* — 8x + 21.

2. a. Dresser le tableau de variation de f sur [0;4].
vx € [0;4],f(x) = 2x*—8x + 21
2x% — 8x + 21 est de la forme ax® + bx + caveca = 2,b = —8etc = 21.
Ona:
b -8 8
"k T2 Tat?
B=fl@)=f2)=22)?-8(2)+21=2x4—-16+21=8—-16+21=13
a=2,a>0donc: f Nsur [0;a]ie.sur [0;2] etf Zsur [a;4] i.e; [2;4].
F(0) =2(0)2—8(0)+21 =21letf(4) =2(4)?2—8(4)+21=32-32+21=21

a =

On obtient finalement le tableau de variation :

X 0 a=2 4
- . 21
Sens de variation N 7 21
de f B =13

b. Quelle est la valeur minimale de DM? + MI? ? Préciser alors la position du point M.
D’aprés le tableau de variation la valeur minimale de f(x) est 13, atteinte pour x = 2
(uniguement) donc lorsque M est le milieu de [AB].

c. Quelle est la valeur maximale de DM? + MI? ? Préciser alors la ou les position(s) du point M.
D’aprés le tableau de variation la valeur maximale de f(x) est 21, atteinte pour x = 0
et pour x = 4 donc lorsque M = Aou M = B.

3. Pour quelle(s) valeur(s) de x le triangle DM est rectangleen M ?
Le triangle CDI est rectangle en C donc d’apres le théoréeme de Pythagore on en déduit que :
DI> = DC*+ CI?, or DC = 4 et CI =§CB =%><2 =1doncDI*=4*+1*=16+1=17.
On a les équivalences suivantes :
DMI est rectangle en M & DM? + MI? = DC* (Pythagore) & f(x) =17 & 2x* —8x + 21 =17
©2x*—8x+21-17=022x2-8x+4=022(x*-4x+2)=0=x2—4x+2=0
x* — 4x + 2 est de laforme ax? + bx + caveca = 1, b = —4 et ¢ = 2, de discriminant :
A=b?>—4ac=(-4)?*-4(1)2)=16—-8=38
VB =VB=VAIXZ=VExVZ=2V2
A > 0 donc 2x? — 8x + 21 admet deux racines réelles distinctes :

—b—VA +4-2v2 2(2-+2)

= ge T w2V
_—b+\/Z_+4+2\/§_2(2+\/§)_2 /3
=" T 20 2y et

Le triangle DM est rectangle en M lorsque x € {2 —2;2 4+ \/f}



Exercice 3 [2 points]

1. Démontrer que pour tout réel x, ona: (sinx + cosx)? = 1 + 2 sin x cos x.
rappel : pour tout x € R, cos? x + sin® x = 1.
(sinx + cos x)?
= sin® x + 2 sin x cosx + cos? x
= cos®x + sin® x + 2 sin x cos x
=14 2sinxcosx
On adonc bien: Vx € R, (sinx + cosx)? = 1 + 2sinx cos x.

« de I'un des membres vers |'autre ».

Autre méthode
1+ 2sinxcosx
= cos®x + sin?x + 2 sin x cos x
= cos?x + 2 sinx cos x + sin? x
= (cosx)? + 2(cos x)(sin x) + (sinx)?
= (cosx + sin x)?
On a donc bien : On a donc bien : Vx € R, (sinx + cosx)? = 1 + 2 sin x cos x.

2. Démontrer que pour tout réel x, ona : (cosx + sin x)(cosx — sinx) = 2 cos*x — 1.
(cosx + sinx)(cosx — sinx)
= cos’x — sin®x
= cos®x + cos®x — cos®x — sin®x
= 2 cos®x — (cos? x + sin? x)
=2cos’x—1
Autre méthode
(cosx + sinx)(cosx — sinx)
= cos’x — sin®x
= cos®x — (1 — cos? x)
= cos?x — 1+ cos®x
=2cos’x—1
On a donc bien : Vx € R, (cos x + sinx)(cosx — sinx) = 2cos?x — 1

A retenir
cos? x peut &tre remplacé par 1 — sin®x
sin? x peut &tre remplacé par 1 — cos® x

Autre méthode

2cos®x — 1

= 2cos?x — (cos? x + sin? x)

= 2 cos®x — cos? x — sinx

= cos %x — sin®x

= (cosx + sinx)(cosx — sin x)
On a donc bien : Vx € R, (cos x + sinx)(cosx — sinx) = 2cos?x — 1

Exercice 4

1. Par définition, le nombre d’or @ est la solution positive de I'équation : x> = x + 1. Déterminer la
valeur exacte du nombre d’or.
L’équation x? = x + 1 s’écrit aussi x> —x — 1 = 0.
x* — x — 1 estdelaforme ax?+ bx + caveca = 1,b = —1 et ¢ = —1, de discriminant :

A=ba—4ac=(-1)?-41)(-1)=1+4=5
A > 0 donc x2 — x — 1 admet deux racines réelles distintes :

b VE 1-v5_ 145
T T TT20 T 2
—b+VA 1++5

2a 2




1-/5 1+/5
> < 0Odoncg = e

Le nombre d’or est strictement positif, or

. On admet que cos (g) est égal a la moitié du nombre d’or et que sin (g) > 0, en déduire que :

- m V10-2v5
sin (T) = V1O 208
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Ona:
(7‘[)_1 _1X1+\/§_1+\/§
OS\5) 2973 2 4
Ona:
2 2 2
1++/5 1 ++/5 1+ 2v5 + (+/5
sin” () = 1 - cos? () = 1 - By (eVS) 1425+ (V5)
5 5 4 16 16
_ 1+2V5+5 16 6+2V5 16—-6-2V5 10—2V5
- 16 16 16 16 16

Or sin(g) > (0 donc:

Cmy . [10-2V5 J10-2V5  v10-2v5
sm(g)—+ 16 = N3 = 1

sin (E) _ vV 10 - 2\/§
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On a donc bien :

. En citant les formules utilisées, les valeurs exactes du cosinus de chacun des nombres suivants :

T b_41t _31r
=75 =35 ‘T

Pour a on utilise la formule : Vx € R, cos(—x) = cos(x).

1++5
cos(a) = cos (—g) = CoS (g) =7
Pour b on utilise la formule : Vx € R, cos(m — x) = — cos(x).
am T ™ 1++5
cos(b) = cos <?) = CcoS (n — E) = —coS (E) = — 2

Pour c on utilise la formule : Vx € R, cos (g - x) = sin(x).

o) = o 3) = o (- ) =on () <102
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